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ABSTRAK 
Bilangan quaternion adalah bilangan hypercomplex dengan satu komponen real dan tiga komponen imajiner. Bilangan quaternion 
dapat direpresentasikan menjadi 2 jenis matriks yaitu matriks real ukuran 4 × 4 dan matriks quaternion ukuran 2 × 2. Bentuk 
representasi quaternion 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 dalam bentuk matriks kompleks dituliskan sebagai 𝛹1 𝑧 + 𝑤𝑗 =  
𝑧 𝑤
−𝑤 𝑧 
   𝑧, 𝑤 ∈ ℂ.  
Misalkan 𝑋 adalah matriks real atau matriks kompleks 𝑛 × 𝑛, fungsi eksponensial dari matriks 𝑋 yang dinotasikan exp 𝑋  
didefinisikan sebagai  exp 𝑋 =  
1
𝑘!
∞
𝑘=0 (𝐴𝑡)
𝑘 . Dalam penelitian ini akan ditunjukan bagaimana menentukan fungsi eksponensial dari 
suatu matriks quaternion serta  penyelesaian beberapa contoh. 
Kata Kunci: Fungsi eksponensial matriks, Quaternion, Matriks Representasi 
ABSTRACT 
Quaternion number is a hypercomplex number with one real part and three imaginary parts. Quaternion can be represented as 4×4 
real matrix, and 2×2 complex matrix. Form represented quaternion 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 to complex matrix is 
 𝛹1 𝑧 + 𝑤𝑗 =  
𝑧 𝑤
−𝑤 𝑧 
  𝑧, 𝑤 ∈ ℂ.Let X be an 𝑛 × 𝑛 real or complex matrix. The exponential of X, denoted by 𝑒𝑋or exp(X) definend  
is  𝑒𝑥𝑝 𝑋 =  
1
𝑘!
∞
𝑘=0 (𝐴𝑡)
𝑘 .  In this research we show how to determine exponential function of quaternion matrix and provide some 
examples. 
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I. Pendahuluan  
Aljabar adalah cabang matematika yang dapat dicirikan sebagai generalisasi dari bidang  aritmetika. Terdapat beberapa jenis 
aljabar salah satunya yaitu aljabar linear yang mempelajari sifat-sifat khusus ruang vektor (termasuk matriks). Gagasan matriks 
pertama kali diperkenalkan oleh Athur Cayley (1821-1895) pada tahun 1859 di Inggris dalam sebuah studi sistem persamaan linear 
dan transformasi linear. Matriks banyak dikembangkan untuk menyelesaikan masalah matematika lainnya. 
Lebih lanjut, Lobo dan Johnson, 2013 membahas tentang penyelesaikan sistem persamaan differensial dengan menggunakan 
fungsi  eksponensial matriks.    Fungsi eksponensial matriks merupakan fungsi matriks pada matriks persegi yang dianalogikan ke 
fungsi eksponensial biasa yang disimbolkan dengan   
𝑒𝐴 = 𝐼 + 𝐴 +
1
2!
𝐴2 +
1
3!
𝐴3 + ⋯ +
1
𝑘!
𝐴𝑘 + ⋯ =  
1
𝑘!
∞
𝑘=0 𝐴
𝑘 .  
Selain dari matriks banyak dikembangkan untuk menyelesaikan masalah matematika  juga terdapat jenis-jenis matriks  berdasarkan 
elemen-elemen diantaranya matriks quaternion.  
Quaternion  merupakan bilangan hypercomplex yang representasi geometrinya berada di R4 dengan bentuk : ℍ = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 +
𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘.  Dengan  𝑞0 , 𝑞1,𝑞2,𝑞3 ∈ ℝ dan 𝑖, 𝑗, 𝑘 adalah bagian imajiner yang memenuhi sifat perkalian Hamilton. Quaternion pertama 
kali ditemukan atau diperkenalkan oleh Sir William Rowman Hamilton pada tahun 1843. Bilangan quaternion merupakan bilangan 
hypercomplex karena terdiri dari satu bilangan rill dan tiga bilangan imajiner. Quaternion membentuk lapangan non-komutatif dan 
dapat direpresentasikan menjadi dua macam matriks yaitu matriks rill berukuran 4 𝑥 4 dan matriks kompleks 2 𝑥 2. 
Bentuk representasi quaternion ke matriks kompleks besifat homomorfisma dengan bentuk pemetaan   𝛹𝑛  bisa dideskripsikan 
dari bentuk 𝛹1dimana quaternion dapat dituliskan  sebagai 𝑧 + 𝑤𝑗, 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ: 
𝛹1 𝑧 + 𝑤𝑗 =  
𝑧 𝑤
−𝑤 𝑧 
 . 
Dengan menggunakan representasi kompleks ini memudahkan dalam membentuk persamaan karakteristik matriks untuk  menentukan 
nilai eigen serta vektor eigen dari matriks tersebut.   
 
II. Tinjauan Pustaka 
A. Homomorfisma  Gelanggang 
     Definisi 2.1 Misalkan 𝑅 dan 𝑅′ adalah gelanggang dan 𝜑 adalah fungsi yang memetakan 
     gelanggang 𝑅 ke gelanggang 𝑅′. Maka 𝜑 dikatakan homomorfisma gelanggang jika : 
1. 𝜑 𝑎 + 𝑏 = 𝜑 𝑎 + 𝜑(𝑏)  
2. 𝜑 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝜑 𝑎 . 𝜑(𝑏)  
      Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
 
B. Quaternion 
    Definisi 2.2 Quartenion merupakan bilangan yang representasi geometrinya berada di 𝑅4 dengan bentuk ℍ = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 +
    𝑞3𝑘  dengan 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ ℝ dan 𝑖, 𝑗, 𝑘 adalah bagian imajiner yang memenuhi sifat perkalian Hamilton.   
 
C.  Operasi pada Quaternion 
Misalkan diberikan 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘  dan 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘  dan λ  adalah bilangan asli. 
1. operasi penjumlahan 
𝑞 + 𝑝 =  𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 + (𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘)  
=  𝑞0+𝑝0 +  𝑞1+𝑝1 𝑖 + (𝑞2+𝑝2)𝑗 + (𝑞3+𝑝3)𝑘                     
2. operasi pengurangan  
𝑞 − 𝑝 =  𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 − (𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘)  
=  𝑞0−𝑝0 +  𝑞1−𝑝1 𝑖 + (𝑞2−𝑝2)𝑗 + (𝑞3−𝑝3)  
3. operasi perkalian skalar  
𝜆𝑝 = 𝜆 𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘   
 =  𝜆𝑝0 +  𝜆𝑝1𝑖 +  𝜆𝑝2𝑗 +  𝜆𝑝3𝑘                                                      
4. operasi perkalian 
operasi perkalian pada quaternion mengikuti aturan Hamilton. 
𝑞𝑝 =  𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘   𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘      
= 𝑞0𝑝0 − 𝑞1𝑝1 − 𝑞2𝑝2 − 𝑞3𝑝3 + (𝑞0𝑝1+𝑞1𝑝0 + 𝑞2𝑝3 − 𝑞3𝑝2)𝑖 + 
 𝑞0𝑝2 − 𝑞1𝑝3 +      𝑞2𝑝0 − 𝑞3𝑝1 𝑗 + 𝑞0𝑝3 + 𝑞1𝑝2 −𝑞2𝑝1 + 𝑞3𝑝0)𝑘.  
 
D. Konjugat Quaternion 
     Konjugat dari quaternion ℍ =  𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘    dengan   𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ ℝ  didefinisikan sebagai berikut: 
      𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘𝑞0 , 𝑞1 , 𝑞2 , 𝑞3 ∈ ℝ  dan 𝑞𝑞 = 𝑞0
2 + 𝑞1
2 + 𝑞2
2 + 𝑞3
2 .    
 
E. Modulus Quaternion 
     Modulus dari quaternion 𝑞 didefinisikan sebagai  𝑞 =  𝑞𝑞 =  𝑞02 + 𝑞12 + 𝑞22 + 𝑞32   dan  𝑞𝑝 =  𝑞  𝑝 , ∀𝑞𝑝 ∈ ℍ. 
 
F.  Invers Quaternion 
     𝑞−1 =
𝑞 
 𝑞 2
  
 
G. Pure Quaternion 
     Pure Quaternion atau quaternion murni adalah quaternion yang tidak memiliki bagian rill  𝑅𝑒 𝑞 = 0  atau quaternion yang      
    hanya terdiri dari bagian imajiner saja yaitu 𝑉𝑒𝑐 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘;    dengan  𝑞0 = 0 sehingga   
     𝑉𝑒𝑐 𝑞 = 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘. 
 
H. Determinan Matriks Quaternion Kompleks 
     Mendefinisikan suatu determinan dari matriks quaternion adalah melalui representasi kompleksnya, yaitu det (A)  =  det⁡Ψ( A ).    
     Secara sederhana, definisi dalam menentukan determinan dari 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℍ)  yaitu: misalkan 𝐴 = 𝐴0 + 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3𝑘 sehingga  
    determinan matriks dari 𝐴 direpresentasikan melalui sebagai berikut : det 𝐴 =  𝛹 A  . 
    Representasi kompleks dari matriks quaternion  𝛹𝑛  bisa dideskripsikan dari bentuk 𝛹1dimana quaternion dapat dituliskan  sebagai  
    𝑧 + 𝑤𝑗, 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ:  
𝛹1 𝑧 + 𝑤𝑗 =  
𝑧 𝑤
−𝑤 𝑧 
 . 
 
   Untuk menghitung 𝛹𝑛 𝐴 ,   𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℍ) dengan menggunakan 𝛹1  ke setiap entri-entri pada matriks 𝐴  dengan matriks 2 x 2 atau      
  dapat dituliskan  𝛹: ℍ𝑛𝑥𝑛 → ℂ2𝑛𝑥2𝑛 . 
 
I. Sifat-sifat Pemetaan 𝜳𝒏. 
   Ada beberapa sifat pemetaan 𝜳𝒏 yang bersifat kontinu dan merupakan gelanggang homomorfisma injektif untuk 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛 ℍ  dan  
   𝑐 ∈ ℝ  adalah sebagai berikut: 
(i) 𝛹𝑛 𝑐𝐴       = 𝑐. 𝛹𝑛  𝐴  
(ii) 𝛹𝑛 𝐴 + 𝐵 = 𝛹𝑛 𝐴 + 𝛹𝑛 𝐵  
(iii)𝛹𝑛 𝐴. 𝐵     = 𝛹𝑛 𝐴 . 𝛹𝑛 𝐵   
(iv) 
J. Invers Matriks Quaternion 
𝐴−1 =
1
det ⁡(𝐴)
𝑎𝑑𝑗 𝐴 .  
 
K. Fungsi  
     Definisi 2.3  Suatu fungsi f atau pemetaan f dari himpunan A (domain)  ke himpunan B (kodomain) adalah suatu relasi khusus 
     yang memasangkan setiap anggota A dengan tepat satu anggota B, yang biasa ditulis dengan notasi 𝑓: 𝐴 → 𝐵.  
    Jenis-Jenis  Fungsi  
1. Fungsi Injektif 
𝑓: 𝐴 → 𝐵,  𝑓 disebut fungsi injektif jika ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 dan 𝑓 𝑎 = 𝑓(𝑏) maka 
𝑎 = 𝑏 atau jika 𝑓 𝑎 ≠ 𝑓(𝑏) maka 𝑎 ≠ 𝑏.   
2. Fungsi surjektif 
𝑓  disebut fungsi surjektif jika untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐵 terdapat 𝑎 ∈ 𝐴 sedemikian sehingga 𝑓 𝑎 = 𝑏, dengan kata lain 𝑓 disebut 
fungsi surjektif jika 𝑓 𝑎 = 𝑏, dengan 𝑓 𝑎  adalah range dari fungsi 𝑓. 
 
L. Fungsi invers  
     Teorema 2.1  Fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dapat dibalik (invertible) jika dan hanya jika satu-satu dan pada. 
 
M. Fungsi Eksponensial Matriks 
      Fungsi eksponensial matriks adalah fungsi matriks pada matriks persegi yang dianalogikan ke fungsi  eksponensial biasa. 
       Misalkan A adalah matriks 𝑛 × 𝑛 dengan entri-entri nya adalah bilangan real atau bilangan kompleks maka eksponensial dari  
       matriks A yang disimbolkan dengan 𝑒𝐴  atau exp⁡(𝐴) yaitu 𝑒𝐴 = 𝐼 + 𝐴 +
1
2!
𝐴2 +
1
3!
𝐴3 + ⋯ +
1
𝑘!
𝐴𝑘 + ⋯ =  
1
𝑘 !
∞
𝑘=0 𝐴
𝑘 .   
Teorema 2.2 Misalkan 𝐴𝑛×𝑛  mempunyai vektor eigen yang bebas linear adalah 𝑣1,𝑣2, …𝑣𝑛  yang berkaitan dengan 𝜆1, 𝜆2, . . , 𝜆𝑛  maka 
𝑒𝐴𝑡 = 𝑉𝑒𝐷𝑡𝑉−1 dimana 𝑉 = (𝑣1,𝑣2, …𝑣𝑛) dan 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2 , . . , 𝜆𝑛). 
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